TD Polynémes

LNC Exercice 1 Z & PoLYNOMES DE TCHEBYCHEV On considére la suite de polynémes définie par
To = 17 Tl =XetVne N, Tn+2 = 2XT"+1 — Tn

1. Montrer que pour tout n € N, T,, est de degré n, et, pour n > 1, de coefficient dominant on—1,
2. Relation fonctionnelle.

a) Pour a,b € R, factoriser cos a + cos b.

b) Montrer que pour toutn € N, (%) V0 € R, T, (cosf) = cos(nd).

¢) Montrer que 7}, est 'unique polyndome de R[X] vérifiant (x).
3. Racines et factorisation.

a) En utilisant (x) expliciter n racines distinctes de T},.
n—1
b) Factoriser T, et calculer [] cos (

i)

Rigidité polynomiale

163 Exercice 2 Déterminer les polyndomes P € R[X] vérifiant

1. Vn €N, P(n) = n?. 3. Vo € R, P(z) =sina. 5. Vx € [0,27], P(z) =sinz

2. ¥n €N, P(n) =n%+ (-1)" 4. Vx € R, P(z) = ¢ 6. Vo >0, P(z) =z
ows Exercice 3 Z O Soit P € R[X] un polyndéme vérifiant P(X 4 1) = P(X). Montrer que P est un polyndme constant.
337 Exercice 4 Z Soit P € R[X] un polynéme non nul tel que (X +3)P(X) = XP(X +1).

1. Montrer que si « est une racine complexe non nulle de P, alors o + 1 est également une racine de P.

2. En déduire que toutes les racines complexes de P sont réelles, et que P est scindé dans R[X].

3. Montrer que si « est une racine de P différente de —2, alors & — 1 est une racine de P.

En déduire si « est racine de P, alors o € {—2, —1,0}.
4. Quels sont les polynémes P € R[X] vérifiant (X + 3)P(X) = XP(X +1)?

n
EHV Exercice 5 Soit ag,a,...,a, € Retby,...,b, ERet f:z—ag+ > (ak cos(kx) + by, sin(kx)) un polyndéme trigonométrique.
k=1

1. Montrer qu’il existe un polynéme P € Cy,[X] tel que Vz € R, f(z) = e~ * P(e'®).
2. Montrer que f s’annule au plus 2n fois sur [0,27].

Algebre
0GM Exercice 6 Z & Déterminer les polyndomes P € R[X] tels que
1. P=X2P' 2. P=XP 3 P2X)=XP(X) 4 (X—-1)P =nP 5 P(X2) =(X2+1)P(X)
Indication : Considérer le degré, ou le coefficient dominant. Pour le 4., écrire P ="' _, a, X* et déterminer les coefficients.

myo Exercice 7 On note tan(™) la dérivée n-iéme de tan. Montrer que pour toutn € N, il existe un polynéme P, tel que tan(™ = P, (tan).

Préciser son degré, et son coefficient dominant. En déduire que Vz € [0,% [, tan(™ (z) > 0.
n

n P 1
0FH Exercice 8 Soit P = A [] (X — ax) € C[X] scindé. Montrer que, pour z € C différent des a;, on a (2) = Z .
k=1 P(2) —z—ay

L7R Exercice 9 & En développant le polynéme (X + 1)?" = (X + 1)*(X + 1)" de deux maniéres, calculer (2)2
k=0

Arithmétique
Exercice 10 Z A Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par
1. A=X%2-3X+2 2. B=X?-2X+1
Indication : Pour A, écrire la division euclidienne, calculer R(1) et R(2). En déduire les coefficients de R. Pour B : B'(1) = 0.
ksR Exercice 11 # Soit A=1+ X + X?et P =1+ X" + X?".
1. Montrer que A | P si et seulement si P(j) = 0. 2. Déterminer les n € N pour lesquelles A divise P.

KuB Exercice 12
1. Pour p € N* et n € N, on considére la division euclidienne n = pg + r de n par p.
a) Montrer que XP — 1 divise XP? — 1.
b) Montrer que le reste de la division euclidienne de X™ — 1 par X? — 1 est X" — 1.
En déduire que X? — 1 divise X™ — 1 si et seulement sip | n.
¢) Retrouver ce résultat en utilisant la factorisation de ces polynémes dans C[X].
2. % Montrer que pour a,b € N, pged(X® — 1, X? — 1) = Xpeed(ad) _ 1,



Racines

761 Exercice 13 2 Soit P un polyndéme de degré n dont les racines complexes sont a, . . ., au,.
1. Quelles sont les racines des polynémes a) Q1 = P(2X)?b) Q2 = P(1 — X)?c¢) Q3 = P(X?)?
2. On considére Q = X" P(-), appelé polynéme réciproque de P.
a) SiP=>%}_, ap X", vérifier que Q est un polyndme, et décrire ses coefficients.
b) Quelles sont les racines de Q) ?
D22 Exercice 14 Z & Soit P = X" + 1.

1. Déterminer les racines complexes de P, puis factoriser P dans C[X].

2. Factoriser P en produit de facteurs irréductibles dans R[X]. Ind : Différencier suivant la parité de n.
n-l n-l ik
€32 Exercice 15 Z Pour n € N*, on pose p, = [] sin %” etg, = [[(1—en).
=1 k=1

1. Donner une relation entre ¢, et p,.
2. Factoriser le polynéme R(X) =1+ X + -+ + X"~ L. En déduire que g, = n.
98K Exercice 16 % [OraL ENS]
1. Pour n > 1, montrer qu’il existe P, € R[X] tel que V¢ € R, sin(4nf) = cosfsin 0P, ( cos®f).
2n—1 n n
2. Calculer kli[l cos (’Z—Z) puis 1}:[1 cos (W) puis [] cos (25%)

... et multiplicité

BoM Exercice 17 2 Soit P = X3 — aX + b € K[X].
1. On suppose K = C. Déterminer une CNS sur a, b pour que les trois racines de P soient simples. On trouve 4a® # 27b°.
Ind : L'existence d’une racine double revient a la résolution d’un systéme. Injecter la valeur de x* dans I'autre équation.
2. Retrouver le résultat précédent en calculant le reste de la division euclidienne de P par P’.
3. En déduire une CNS sur p, ¢, 7 pour que les racines de X3 + pX?2 + ¢X + r = 0 soient simples.
4. On suppose K = R et @ > 0. Déterminer une CNS sur a, b pour que P admette trois racines réelles distinctes.
p4E Exercice 18 #Z Soit P € K[X] un polyndme pair.
1. Soit A € K. Montrer que si A est racine de P de multiplicité m, —\ I'est également.
2. Montrer que si 0 est racine, elle a une multiplicité paire. En déduire que P admet un nombre pair de racines, comptées avec
multiplicité.
3. Soit n € N. Montrer que (X2 — 1)2 divise P = X2n*+2 — X2n _ X2 1,
07z Exercice 19 Montrer que P,, = Xn: Xk—f n’a pas de racine multiple dans C.
k=0
Ewo Exercice 20 % Déterminer les polynémes P € C[X] tels que P’ | P.

Relations coeflicients-racines

n 2 n
8VI Exercice 21 1. Soitn € N*etzy,..., 2, € R. Comparer < > xk) etn > x7.

k=1 k=1
n
2. Soit P = > ax X* un polyndéme scindé sur R, de racines A1, ..., \,. Montrer que a,a, _» < ”T;la%_l.
k=0
19M Exercice 22 s SoMMEs DE NEWTON Soient aq, ..., a, des scalaires. On note P(X) = [[(X —a;) = > (=1)'0; X" " ot les o;
i=1 i=0

sont les fonctions symétriques élémentaires des racines, et on considére les sommes de Newton S, = >, ak.

1. Sip > n, montrer que S, — 01Sp—1 + 25,2+ + (—1)"0,Sp_, = 0.
2. % Pour 1 < p < n, montrer que S, — 01S,-1 + -+ + (=1)P"Lo,_151 + (—1)Po,p = 0.

En particulier, si les coefficients de P sont entiers, les sommes Sy, sont entiéres.

Autres
6DI Exercice 23 Z On note S I'ensemble des polynémes de R[X] vérifiant Vt € R, P(t) > 0, et S ceux vérifiant V¢ € R, P(t) > 0.

1. Caractériser sans justifier les décompositions en facteurs irréductibles dans R[X] des polyndmes de S
2. Caractériser sans justifier les décompositions en facteurs irréductibles dans R[X] des polynomes de S.
3. On note U I'ensemble des polyndmes de R[X] qui s’écrivent sous la forme P = A? + B2, pour 4, B € R[X].
Montrer que U/ est stable par produit, puis que i/ = S.
GS5 Exercice 24 %
1. Déterminer les polynémes P € C[X] tels que P(C) C R.
2. Déterminer les polyndomes P € R[X] tels que P(Q) C Q. Indication : Interpolation.
3. Si P(Z) C Z, a-t-on nécessairement P € Z[X]?
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